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1. Introduction
Fixons F un corps commutatif de caractéristique 2. À une F -forme bilinéaire B d’espace sous-
jacent V , on associe la F -forme quadratique diagonale B˜ déﬁnie sur V par : B˜(v) = B(v, v) pour tout
v ∈ V . Le corps de fonctions de B , qu’on note F (B), est par déﬁnition le corps de fonctions de la
quadrique aﬃne d’équation B˜ = 0. On désigne par dim B la dimension de B . Une forme bilinéaire de
dimension 6 et de déterminant trivial est appelée une forme bilinéaire d’Albert.
Le but de cet article est d’étudier l’isotropie d’une forme bilinéaire d’Albert sur le corps de fonc-
tions d’une quadrique. Cela dépend du degré normique de la forme quadratique diagonale associée à
la forme bilinéaire d’Albert en question (on renvoie à la section 2 pour des rappels sur le degré nor-
mique). Plus précisément, si γ est une F -forme bilinéaire d’Albert anisotrope, alors le degré normique
de γ˜ , qu’on note ndegF (γ˜ ), prend la valeur 8 ou 16 du fait que γ est anisotrope. Si ndegF (γ˜ ) = 8,
alors il existe une 3-forme bilinéaire de Pﬁster ρ telle que γ˜ soit semblable à une sous-forme de ρ˜ .
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et seulement si B˜ est semblable à une sous-forme de ρ˜ . Lorsque ndegF (γ˜ ) = 16, notre but est de
prouver le théorème suivant.
Théorème 1.1. Soit γ une F -forme bilinéaire d’Albert anisotrope telle que ndegF (γ˜ ) = 16. Soit B une F -forme
bilinéaire anisotrope de dimension 2.
(1) Supposons que B˜ ne soit pas semblable à une quasi-forme de Pﬁster de dimension 4. Alors, γF (B) est
isotrope si et seulement si B˜ est semblable à une sous-forme de γ˜ .
(2) Supposons que B˜ soit semblable à une quasi-forme de Pﬁster de dimension 4. Soit C une sous-forme de B
de dimension 3. Alors, γF (B) est isotrope si et seulement si C˜ est semblable à une sous-forme de γ˜ .
Ce théorème donne une réponse positive à [8, Question 1.4]. Comme un corollaire, il permet d’avoir
le théorème suivant qui constitue une classiﬁcation complète des formes bilinéaires anisotropes, non
bonnes, de hauteur et de degré 2 (on renvoie à la section 2 pour les déﬁnitions de la hauteur et du
degré d’une forme bilinéaire).
Théorème 1.2. Soit B une F -forme bilinéaire anisotrope. Alors, B n’est pas bonne, de hauteur et de degré 2 si
et seulement si l’une des deux condition suivantes est vériﬁée :
(1) B est une forme d’Albert.
(2) dim B = 8, et il existe une forme bilinéaire d’Albert anisotrope C , une 3-forme bilinéaire de Pﬁster π , et
des scalaires x, y ∈ F ∗ tels que xB ⊥ yC ⊥ π soit métabolique, et que les formes B˜ et C˜ soient semblables
à des sous-formes de π˜ .
Dans [8], la classiﬁcation des formes bilinéaires anisotropes de dimension 8, non bonnes, de hau-
teur et de degré 2, était incomplète ; puisqu’elle dépendait de l’étude de l’isotropie d’une forme
bilinéaire d’Albert sur le corps de fonctions d’une quadrique. Plus précisément, le théorème 1.2 a
été prouvé dans [8, Prop. 1.6] sous l’hypothèse que le théorème 1.1 soit vrai.
Le reste de cet article est organisé comme suit. Après avoir donné des rappels dans la section 2,
on établira dans la section 3 quelques résultats préliminaires. La section 4 sera consacrée à la preuve
du théorème 1.1. On va s’inspirer de l’étude de l’isotropie d’une forme quadratique d’Albert faite par
Leep en caractéristique = 2 [10, Ch. XIII, Th. 2.13, pp. 489–490]. Mais dans notre cas, en raison de
la caractéristique 2, l’étude est beaucoup plus subtile. En plus de quelques résultats sur les formes
bilinéaires, comme le théorème de norme de Knebusch [4, Th. 4.2], on se servira de la notion de
degré normique, et d’un résultat de spécialisation pour les formes quadratiques totalement singu-
lières (Corollaire 3.2). Ce dernier résultat permettra d’utiliser le théorème de norme pour les formes
quadratiques totalement singulières [6, Th. 1.1], ce qui simpliﬁera la preuve du théorème 1.1 lorsque
dim B  5.
2. Quelques rappels
– Pour a1, . . . ,an ∈ F ∗ := F \ {0}, on désigne par 〈a1, . . . ,an〉b la forme bilinéaire donnée par le
polynôme
∑n
i=1 aixi yi .
– Une forme quadratique ϕ est dite totalement singulière si elle est donnée par un polynôme de
type
∑n
i=1 aix2i pour a1, . . . ,an ∈ F . Dans ce cas, on note ϕ = 〈a1, . . . ,an〉.
– Une forme bilinéaire (ou quadratique) B est une sous-forme d’une autre forme C s’il existe une
forme B ′ telle que C 	 B ⊥ B ′ (	 et ⊥ désignent l’isométrie et la somme orthogonale, respecti-
vement).
– Deux formes bilinéaires (ou quadratiques) B et C sont dites semblables si B 	 αC pour un certain
α ∈ F ∗ .
– Une forme bilinéaire (ou quadratique) B d’espace sous-jacent V est dite isotrope si B˜(v) = 0 (ou
B(v) = 0) pour un certain v ∈ V non nul, sinon la forme B est dite anisotrope.
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est isotrope de dimension 2.
– Toute forme bilinéaire B se décompose comme suit : B 	 Ban ⊥ M avec M une forme métabo-
lique, et Ban une forme bilinéaire anisotrope [3,11]. La forme Ban est unique à isométrie près,
mais, en général, la forme M n’est pas unique. De même, une forme quadratique totalement
singulière ϕ se décompose comme suit : ϕ 	 ϕan ⊥ r × 〈0〉 avec ϕan une forme quadratique ani-
sotrope unique [2, Prop. 2.4]. On note id(ϕ) l’entier r.
– Pour deux formes bilinéaires B et C , on note B ∼ C lorsque Ban 	 Can. En particulier, B ∼ 0
signiﬁe que B est métabolique.
– Une forme quadratique totalement singulière ϕ est dite une quasi-forme de Pﬁster s’il existe une
forme bilinéaire de Pﬁster B telle que ϕ 	 B˜ , et on dit que ϕ est une quasi-voisine de Pﬁster si
elle est semblable à une sous-forme d’une quasi-forme de Pﬁster ϕ′ avec 2dimϕ > dimϕ′ . Dans
ce cas, la forme ϕ′ est unique.
– Le corps normique d’une forme quadratique totalement singulière non nulle ϕ , qu’on note NF (ϕ),
est le corps F 2(αβ | α,β ∈ DF (ϕ)), où DF (ϕ) est l’ensemble des scalaires de F ∗ représentés par
ϕ . Le degré normique de ϕ est l’entier [NF (ϕ) : F 2], on le note ndegF (ϕ). Il est clair que NF (ϕ) =
NF (αϕ) pour tout scalaire α ∈ F ∗ . Si ϕ est anisotrope et 2n < dimϕ  2n+1, alors ndegF (ϕ) 
2n+1, et ndegF (ϕ) = 2n+1 si et seulement si ϕ est une quasi-voisine de Pﬁster. On renvoie à [2,
Section 8] pour plus de détails sur le degré normique.
– À une F -forme bilinéaire non nulle B , on associe une suite de corps et de formes bilinéaires
(Bi, Fi)i0 comme suit : F0 = F et B0 = Ban, et pour i  1, on prend Fi = Fi−1(Bi−1) et Bi =
((Bi−1)Fi )an. La hauteur de B est le plus petit entier h tel que dim Bh  1. Lorsque dim B0  2,
alors h 1 et la forme Bh−1 est de hauteur 1. D’après [7, Th. 4.1], il existe une unique Fh−1-forme
bilinéaire de Pﬁster π = 〈1〉b ⊥ π ′ telle que Bh−1 soit semblable à π ou π ′ suivant que dim B est
paire ou impaire. Si dim B est paire, alors on dira que B est de degré d où dimπ = 2d , sinon, on
dira que B est de degré 0. La forme B est dite bonne s’il existe une F -forme bilinéaire C telle
que π 	 CFh−1 . On renvoie à [7,9] pour plus de détails sur le déploiement des formes bilinéaires
en caractéristique 2, et pour des résultats sur les formes bilinéaires de hauteur 2.
3. Résultats préliminaires
Soient A un anneau commutatif, M un A-module libre de rang ﬁni n, et Q une A-forme qua-
dratique sur M . On dira que Q est diagonale s’il existe a1, . . . ,an ∈ A tels que Q 	 〈a1, . . . ,an〉. Pour
ϕ : A → A′ un homomorphisme d’anneaux, on note Q A′ la A′-forme quadratique sur M ⊗A A′ induite
par Q .
L’assertion (1) de la proposition suivante se met en parallèle avec un résultat de spécialisation dû
à Knebusch [4, Prop. 3.4].
Proposition 3.1. Soient K un corps de caractéristique 2 muni d’une valuation discrète, A l’anneau de la
valuation, π une uniformisante, et U le groupe des unités de A. On note k le corps résiduel. Soient M un
A-module libre de rang ﬁni, et γ une A-forme quadratique sur M diagonale. Soient u1, . . . ,un ∈ U tels que :
– Pour tout i ∈ {1, . . . ,n}, il existe vi ∈ M vériﬁant γ (vi) = πui .
– La forme 〈u1, . . . ,un〉 soit anisotrope sur k, où ui = ui +π A.
Alors, on a :
(1) id(γk) n.
(2) 〈πu1, . . . ,πun〉 est une sous-forme de γ .
Démonstration. On garde les mêmes notations et hypothèses que dans la proposition.
On aﬃrme que le A-module N :=∑ni=1 Avi est complété dans M , i.e., il existe un A-sous-module
N ′ de M tel que M = N ⊕ N ′ . Ceci revient à montrer que le A-module quotient M/N est sans torsion.
En effet, soient m ∈ M et α ∈ A \ {0} tels que αm ∈ N . Soient α1, . . . ,αn ∈ A tels que αm =∑ni=1 αi vi .
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γ (αm) = α2γ (m) = ∑ni=1 α2i πui , et que la forme 〈u1, . . . ,un〉 est anisotrope, on a alors nécessai-
rement que α ∈ U , ce qui implique que m ∈ N .
Maintenant, considérons la forme quadratique ϕ := 1π γ : N → A, et soit vi = vi + πN pour i =
1, . . . ,n. Soit ϕ : N/πN → k la forme quadratique induite par ϕ . Puisque 〈u1, . . . ,un〉 est anisotrope,
on déduit que les scalaires ϕ(vi) = ui sont k2-linéairement indépendants. Ainsi, les vecteurs vi sont
k-linéairement indépendants dans N/πN , car la forme ϕ est diagonale et donc quasi-linéaire. Comme
N est complété dans M , on conclut que les vecteurs vi +πM sont k-linéairement indépendants dans
M/πM . D’une part, ceci permet d’avoir l’assertion (1) car γk est quasi-linéaire et γk(vi + πM) = 0
pour tout i = 1, . . . ,n. D’autre part, on déduit que les vi sont A-linéairement indépendants dans M .
Comme N est complété dans M , l’assertion (2) s’en déduit. 
De la proposition 3.1, on obtient les deux corollaires suivants.
Corollaire 3.2. Soit R = F [t1, . . . , tn] l’anneau des polynômes sur F en les variables t1, . . . , tn. Soient γ une
F -forme quadratique totalement singulière, et p ∈ R un polynôme irréductible. On note K et F p les corps
des fractions de R et R/(p), respectivement. Soient u1, . . . ,un ∈ R non divisibles par p tels que la K -forme
quadratique γK représente pu1, . . . , pun, et que 〈u1, . . . ,un〉 soit anisotrope sur F p , où ui = ui + (p). Alors,
id(γF p ) n.
Démonstration. Soit V le F -espace vectoriel sous-jacent à γ . Soit A l’anneau de la valuation p-adique
v de K . Le corps résiduel de v est isomorphe à F p . Puisque pu1, . . . , pun sont représentés par la forme
quadratique γK , on déduit, par [1, Cor. 3.4], que pui = γR(vi) pour certains vi ∈ V ⊗F R , 1 i  n. En
particulier, pui = γA(vi), 1 i  n. Par la proposition 3.1, on déduit que id(γF p ) n. 
Corollaire 3.3. On garde les mêmes notations et hypothèses que dans le corollaire 3.2. Si, de plus, p est unitaire
et n dimγ2 , alors p est une norme de γK , i.e., γK 	 pγK .
Démonstration. Par le corollaire 3.2, et l’hypothèse n  dimγ2 , la forme γ est quasi-hyperbolique
sur F p . Puisque p est unitaire, on obtient que γK 	 pγK [6, Th. 1.1]. 
On rappelle un résultat de substitution.
Proposition 3.4. ([6, Cor. 2.4]) Soit ϕ une F -forme quadratique totalement singulière anisotrope qui repré-
sente un polynôme p ∈ F [t1, . . . , tn]. Si c = (c1, . . . , cn) ∈ Fn vériﬁe p(c) = 0, alors p(c) ∈ DF (ϕ).
Corollaire 3.5. Soit F (t) le corps des fractions rationnelles en la variable t. Soient ϕ etψ = 〈a1, . . . ,an〉 des F -
formes quadratiques totalement singulières anisotropes telles que b〈a1t2 +a2,a3, . . . ,an〉 soit une sous-forme
de ϕF (t) pour un certain b ∈ F ∗ (n 2). Alors, b〈a1,a2,a3, . . . ,an〉 est une sous-forme de ϕ .
Démonstration. On a a1 + a2 = 0 car 〈a1, . . . ,an〉 est anisotrope. Puisque b(a1t2 + a2) ∈ DF (t)(ϕ), on
déduit, par la proposition 3.4, que ba2 ∈ DF (ϕ) et b(a1 + a2) ∈ DF (ϕ). Ainsi, ba1,ba2 ∈ DF (ϕ) car
DF (ϕ) ∪ {0} est un F 2-espace vectoriel. Comme ba3, . . . ,ban appartiennent à DF (ϕ), on déduit que
b〈a1, . . . ,an〉 est une sous-forme de ϕ . 
La proposition suivante concerne la réduction du degré normique après passage à une extension
de F . Elle a été déjà prouvée pour une extension donnée par le corps de fonctions d’une quadrique
[2, Section 8].
Proposition 3.6. Soient p ∈ F [t1, . . . , tn] irréductible et ϕ une F -forme quadratique totalement singulière
non nulle. Soit F p le corps des fractions de F [t1, . . . , tn]/(p). Si ndegF p (ϕF p ) < ndegF (ϕ), alors p est insépa-
rable et ndegF p (ϕF p ) = 12 ndegF (ϕ). (p inséparable signiﬁe que ∂p/∂ti = 0 pour tout i.)
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une extension transcendante pure suivie d’une extension séparable si et seulement si p /∈ F [t21, . . . , t2n]
(i.e., p est séparable) ; auquel cas, des éléments 2-indépendants sur F restent 2-indépendants sur
F p , ce qui montre que le degré normique ne change pas. Si p ∈ F [t21, . . . , t2n], alors F p = E(α) avec
E/F séparable et α2
m ∈ E pour un certain entier m  1. Comme pour tous c1, . . . , cr ∈ F , on a
[F 2(c1, . . . , cr) : F 2] = [E2(c1, . . . , cr) : E2] = δ[F 2p(c1, . . . , cr) : F 2p] avec δ = 1 ou 2, on déduit que le
degré normique ne peut se réduire que de moitié après extension à F p . 
Le lemme suivant permet de relever une isométrie entre deux formes quadratiques totalement
singulières en une isométrie entre deux formes bilinéaires convenables associées à ces formes qua-
dratiques.
Lemme 3.7. Soient B une F -forme bilinéaire, et ϕ = 〈a1, . . . ,an〉 une F -forme quadratique anisotrope. Alors,
on a équivalence entre :
(1) ϕ est une sous-forme de B˜.
(2) La forme bilinéaire 〈b1, . . . ,bn〉b est une sous-forme de B, où pour tout 1 i  n, bi = ai +∑i−1k=1 x2i,kak
pour certains xi,1, . . . , xi,i−1 ∈ F (lire b1 = a1).
Démonstration. (2) ⇒ (1) On utilise l’isométrie 〈a,b〉 	 〈a,a + b〉 pour tous a,b ∈ F .
(1) ⇒ (2) Soit V l’espace sous-jacent à B . Puisque DF (ϕ) ⊂ DF (B), il existe vi ∈ V tel que
B˜(vi) = ai pour tout 1 i  n. Puisque ϕ est anisotrope, les scalaires a1, . . . ,an sont F 2-linéairement
indépendants, ce qui implique que les vecteurs v1, . . . , vn sont F -linéairement indépendants. On
complète ces vecteurs en une base {v1, . . . , vdim B} de V . Maintenant, en appliquant le procédé de
Gram–Schmidt aux vecteurs v1, v2, . . . , vdim B relativement à B , on obtient la conclusion désirée. 
4. Démonstration du théorème 1.1
Soit γ une F -forme bilinéaire d’Albert anisotrope telle que ndegF (γ˜ ) = 16. Soit B une F -forme
bilinéaire anisotrope de dimension n 2.
4.1. Supposons que B˜ ne soit pas semblable à une quasi-forme de Pﬁster de dimension 4
Posons B = 〈a1,a2, . . . ,an〉.
Si B˜ est semblable à une sous-forme de γ˜ , alors γF (B) est isotrope. Réciproquement, supposons
que γF (B) soit isotrope. Alors, γF (t) est isotrope sur F (t)(〈a1t2 + a2,a3, . . . ,an〉b) pour t une variable
sur F . On va montrer que B˜ est semblable à une sous-forme de γ˜ . On suppose n 4 car le théorème
a été prouvé dans [8, Prop. 1.5] lorsque n 3.
(A) Supposons qu’on ait n = 4.
D’après [8, Prop. 1.5], l’isotropie de γF (t) sur F (t)(〈a1t2+a2,a3,a4〉b) implique l’isométrie suivante :




〉⊥ 〈 f1, f2, f3〉 (Iso 1)
pour f , f1, f2, f3 ∈ F [t] convenables sans facteur carré. Notre but est de se ramener à une isométrie
avec un polynôme f de degré 0. Ce qui impliquera, par le corollaire 3.5, que B˜ est semblable à une
sous-forme de γ˜ .
Supposons que deg( f ) > 0. Soient p ∈ F [t] un facteur irréductible unitaire de f , et g = fp .
On a ndegF (B˜) = 8 puisque B˜ n’est pas une quasi-voisine de Pﬁster. Comme NF (B˜) =
F 2(a1a2,a1a3,a1a4), la proposition 3.6 implique donc, que l’une au moins des trois formes quadra-
tiques 〈a1,a2,a3〉, 〈a1,a2,a4〉 et 〈a1,a3,a4〉 reste anisotrope sur F p .
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aussi pour la forme 〈a1,a2,a4〉 puisque les scalaires a3 et a4 jouent un rôle symétrique dans (Iso 1).
Le lemme 3.7 et l’isométrie (Iso 1) impliquent :










b ⊥ 〈r2, r3, r4〉b (Iso 2)
avec r1 = h21a3 + h22(a1t2 + a2) + h23a4 et g1, g2, r2, r3, r4,h j ∈ F [t]. On peut supposer que g1, g2 sont
premiers entre eux, et que r2, r3, r4 sont sans facteur carré.
Le polynôme p ne divise pas g21(a1t
2 + a2) + g22a3 car la forme 〈a1,a2,a3〉 est anisotrope sur F p ,
et que g1 et g2 sont premiers entre eux. On note ∂1 : W (F (t)) → W (F p) le premier homomorphisme
résiduel pour la valuation p-adique de F (t). Posons r1 = p s avec  ∈N et s ∈ F [t] non divisible par p.
On discute sur la parité de  .
(i) Supposons que  soit pair. Puisque detγ = 1, on est ainsi dans l’un des deux cas suivants :
(i.1) Cas où p divise un seul polynôme parmi r2, r3, r4, disons r2. Dans ce cas, on obtient γF p ∼
∂1(γF (t)) ∼ 〈r3, r4〉b . Puisque le déterminant de γ est trivial, on déduit que γF p ∼ 0. Ainsi, p
est une norme de γF (t) [4, Th. 4.2].
(i.2) Cas où p divise les trois polynômes r2, r3, r4. Comme dans le cas (i.1), on obtient que γF p ∼ 0,
et donc p est une norme de γF (t) .
(ii) Supposons que  soit impair. Toujours en raison de la trivialité du déterminant de γ , on est dans
l’un des deux cas suivants :
(ii.1) Cas où p divise deux polynômes parmi r2, r3, r4, disons r2 et r3. Dans ce cas, on obtient
γF p ∼ ∂1(γF (t)) ∼ 〈gs, r4〉b . Comme dans le cas (i.1), on déduit que p est une norme de
γF (t) .
(ii.2) Cas où p ne divise pas les polynômes r2, r3, r4. Dans ce cas, on obtient
γF p ∼ ∂1(γF (t)) ∼ 〈gs, r2, r3, r4〉b.
La forme D := 〈gs, r2, r3, r4〉b est de déterminant trivial.
– Si D est isotrope, alors elle est métabolique, ce qui implique que γF p ∼ 0. Ainsi, p est une norme
de γF (t) .
– Si D est anisotrope, alors on aﬃrme que NFp (γF p ) ⊂ DFp (D˜) ∪ {0}. Pour le prouver, il suﬃt de
vériﬁer que DF (γ ) ⊂ DFp (D˜). Soit a ∈ DF (γ ). Par l’isométrie (Iso 2), on a :







pour H, Fi,G j ∈ F [t] convenables, qu’on suppose premiers entre eux. En passant modulo p dans
la relation (1), on obtient :





Si p divise H , alors p divisera les polynômes G1,G2,G3,G4 du fait que D est anisotrope. Ainsi, par
la relation (1), p2 divisera f (a1F 21 + a2F 22 + a3F 23 ), et donc p divisera g(a1F 21 + a2F 22 + a3F 23). Comme〈a1,a2,a3〉 est anisotrope sur F p , alors on obtiendra que F1, F2, F3 sont divisibles par p, une contra-
diction avec l’hypothèse que les polynômes H, Fi,G j sont premiers entre eux. Ainsi, p ne divise pas H .
Par conséquent, par la relation (2), a ∈ DFp (D˜).
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Par conséquent, dans tous les cas, p est une norme de γF (t) . Ceci implique par l’isométrie (Iso 2) :










b ⊥ 〈pr2, pr3, pr4〉b.
En reprenant la forme quadratique γ˜F (t) , on obtient :




〉⊥ 〈pr2, pr3, pr4〉 (Iso 3)
(b) Supposons que 〈a1,a3,a4〉 soit anisotrope. Alors, l’isométrie (Iso 1) et le lemme 3.7 impliquent :




1a3 + l22a4, s1
〉
b ⊥ 〈s2, s3, s4〉b,
où s1 = m21a3 +m22a4 +m23(a1t2 + a2) pour certains li,mj ∈ F [t]. On peut supposer que l1 et l2 sont
premiers entre eux. Ainsi, le polynôme p ne divise pas l21a3 + l22a4 puisque 〈a1,a3,a4〉 est anisotrope
sur F p . On reprend alors le même argument que dans le cas (a) en remplaçant les ri par les si , et le
polynôme g21(a1t
2 + a2) + g22a3 par l21a3 + l22a4. On obtient alors :




〉⊥ 〈ps2, ps3, ps4〉 (Iso 4)
Maintenant, qu’on a (Iso 3) ou (Iso 4), et si deg(g) > 0, on prend un facteur irréductible unitaire
q de g , et on reprend pour g et q l’argument qu’on vient de faire pour f et p. Ainsi de suite, en
continuant le procédé, on peut supposer dans l’isométrie (Iso 1) que le polynôme f est de degré 0.
(B) Supposons qu’on ait n = 5.
On a ndegF (B˜) 8 car dim B > 4. On vériﬁe sans diﬃcultés que ndegF (t)(〈a1t2+a2,a3,a4,a5〉) = 8.
Par conséquent, 〈a1t2 + a2,a3,a4,a5〉 n’est pas une quasi-voisine de Pﬁster, et ndegF p (〈a1t2 + a2,
a3,a4,a5〉) ∈ {4,8}. Par le cas (A), l’isotropie de γF (t) sur F (t)(〈a1t2 +a2,a3,a4,a5〉b) implique l’isomé-
trie suivante





pour f ∈ F [t] sans facteur carré, et C une F (t)-forme quadratique de dimension 2.
(i) Supposons deg( f ) = 0. On déduit, par le corollaire 1.2, que B˜ est semblable à une sous-forme
de γ˜ .
(ii) Supposons deg( f ) > 0. Soit p un facteur irréductible unitaire de f . Puisque ndegF p (〈a1t2 + a2,
a3,a4,a5〉) ∈ {4,8}, il existe trois éléments b1,b2,b3 parmi a3,a4,a5 et a1t2 + a2 tels que la forme
〈b1,b2,b3〉 soit anisotrope sur F p . Comme f 〈b1,b2,b3〉 est une sous-forme de γ˜ de dimension 3 
dimγ
2 , on obtient, par le corollaire 3.3, que p est une norme de γ˜ . Ceci est vrai pour tout facteur
irréductible unitaire de f . Par conséquent, il existe a ∈ F ∗ tel que a〈a1t2 + a2,a3,a4,a5〉 soit une
sous-forme de γ˜ . Par le corollaire 3.5, B˜ est semblable à une sous-forme de γ˜ .
(C) Supposons qu’on ait n = 6.
Par le cas (B), l’isotropie de γF (t) sur F (t)(〈a1t2 + a2,a3,a4,a5,a6〉b) implique que h〈a1t2 +
a2,a3,a4,a5,a6〉 est une sous-forme de γ˜F (t) pour un certain h ∈ F [t] sans facteur carré. On a
ndegF (t)(〈a1t2 + a2,a3,a4,a5,a6〉) 8. Ainsi, ndegF p (〈a1t2 + a2,a3,a4,a5,a6〉)  4. Par conséquent, il
existe trois éléments c1, c2, c3 parmi a3,a4,a5,a6 et a1t2 + a2 tels que la forme 〈c1, c2, c3〉 soit aniso-
trope sur F p . On ﬁnit la preuve comme dans le cas (B)-(ii).
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Soit C = 〈b1, . . . ,b7〉b une sous-forme de B de dimension 7. Par [1, Cor. 7.20], γ est iso-
trope sur F (C). En particulier, γF (t) est isotrope sur F (t)(〈b1t2 + b2,b3, . . . ,b7〉b). Par le cas (C),
k〈b1t2 + b2,b3, . . . ,b7〉 est une sous-forme de γ˜F (t) pour un certain k ∈ F [t] sans facteur carré. On
a ndegF (t)(〈b1t2 + b2,b3, . . . ,b7〉) 8. Le même procédé que dans les cas (B)-(ii) et (C) montre qu’on
peut supposer k de degré 0, et par conséquent, 〈b1, . . . ,b7〉 est semblable à une sous-forme de γ˜ , ce
qui n’est pas possible en raison de la dimension.
4.2. Supposons que B˜ soit semblable à une quasi-forme de Pﬁster de dimension 4
Soit C une sous-forme de B de dimension 3. Alors, C˜ et B˜ sont des quasi-voisines d’une même
quasi-forme de Pﬁster. Par conséquent, BF (C) et CF (B) sont isotropes [5, Cor. 2.5(2)]. Si γF (B) est iso-
trope, alors γF (C) l’est aussi car BF (C) est isotrope [1, Cor. 7.20]. D’après [8, Prop. 1.5], C˜ est semblable
à une sous-forme de γ˜ . Réciproquement, si C˜ est semblable à une sous-forme de γ˜ , alors γF (B) est
isotrope du fait que CF (B) l’est également.
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